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Chapter 2 Laplace Transformation 

0
( ( )) ( ) ( )stL f t F s e f t dt

    , 1( ) ( ( ))f t L F s  

Properties: 

1. 1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )L c f t c g t c L f c L g    

2. ( ) ( ) (0)L f sL f f    

3. 
01 1

( ( ) ) ( ) ( )
t

a a
L f t dt L f f t dt

s s
    

Pf: Let ( ) ( )
t

a
G t f d   , then ( ) ( )G t f t   

( ) ( ) (0)L G sL G G    


1 1

( ) ( ) (0)L G L G G
s s

  
01 1

( ( ) ) ( ) ( )
t

a a
L f t dt L f f t dt

s s
    

4. 2( ) ( ) (0) (0)L f s L f sf f     

2( ) ( ) (0) [ ( ) (0)] (0) ( ) (0) (0)L f sL f f s sL f f f s L f sf f             

5. 
/

1
( ( )) ( )

s a
L f at L f

a
  

( / ) ( / )

0 0 0

1 1
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )st s a at s aL f at e f at dt e f at d at e f d

a a
  

          

/

1
( )

s a
L f

a
  

6. ( ) 1/ ( )atL e s a    

7. 
2 2

1
(sin ,cos ) ( , )L at at a s

s a



 

8. 1( ) !/n nL t n s   

9. ( ( )) 1/L u t s  

10. 2 2(cosh ,sinh ) ( , ) / ( )L at at s a s a   

11. ( ( )) ( )at

s a
L e f t L f


  
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Ex. 23 2 12 ty y y e    , (0) 2y  , (0) 6y   

2 12
( 3 2 ) (12 )

2
tL y y y L e

s
    


 

2 2 12
[ ( ) (0) (0)] 3[ ( ) (0)] 2 ( ) (12 )

2
ts L y y sy sL y y L y L e

s
      


 

2 12
( 3 2) ( ) 2

2
s s L y s

s
   


, 

2 2

12 2
( )

( 2)( 3 2) ( 3 2)

s
L y

s s s s s
 

    
 

12 2
( )

( 2)( 1)( 2) ( 1)( 2) 1 2 2

s a b c
L y

s s s s s s s s
    

       
 

1
( 1) ( ) 6

s
a s L y


    , 

2
( 2) ( ) 7

s
b s L y


   , 

2
( 2) ( ) 1

s
c s L y


    

6 7 1
( )

1 2 2
L y

s s s
   

  
, 2 2( ) 6 7t t ty t e e e     

Ex. 3

0
3 2

t ty y ydt e    , (0) 1y   

3

0

1
( 3 2 ) ( )

3

t tL y y ydt L e
s

    
 , 2 1

( ) (0) 3 ( ) ( )
3

sL y y L y L y
s s

   


 

2 1
( 3 ) ( ) 1

3
s L y

s s
   


,  

( )
( 3)( 1)( 2) ( 1)( 2) 1 2 3

s s a b c
L y

s s s s s s s s
    

       
 

1

3
( 1) ( )

2s
a s L y


    , 

2
( 2) ( ) 4

s
b s L y


   , 

3

3
( 3) ( )

2s
c s L y


     

3 1 1 3 1
( ) 4

2 1 2 2 3
L y

s s s
   

  
, 2 33 3

( ) 4
2 2

t t ty t e e e       

Ex. 
0

2 6 2 ( )
t

y y zdt u t     , 0y z z    , (0) 1y  , (0) 1z   

0
( 2 6 ) 2 ( ( ))

t
L y y zdt L u t      ( 2) ( ) 6 ( ) 2s s L y L z s      

( ) 0L y z z     ( ) ( 1) ( ) 2sL y s L z    

2 2

2 6

2 1 14 14
( )

( 2) 6 ( 2)( 1) 6 ( 4)( 1)

1

s

s s s s s
L y

s s s s s s s s s

s s

 
    

  
     



 

7 1 3 1 14 1

2 10 4 5 1s s s
  

 
,  
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47 3 14
( ) ( )

2 10 5
t ty t u t e e    

2

( 2) 2

2 6 6 7 1 2 1
( )

( 2) 6 ( 4)( 1) ( 4)( 1) 5 1 5 4

1

s s s

s s s s
L z

s s s s s s s s s

s s

  

 
    

      


 

47 2
( )

5 5
t tz t e e  . 

Theorem. 

If ( )f t  is continuous on (0, ) , 
0

lim ( )
t

f t


 exists,  ( )f t  is at least 

piecewise regular on [0, )  and both ( )f t  and ( )f t  are of exponential 

order, then 

0
lim ( ) lim ( ) (0 )

st
f t sL f f






  , 

0
lim ( ) lim ( )
t s

f t sL f
 

  

Pf. ( ) ( ) (0 )L f sL f f     

0
lim ( ) lim lim[ ( ) (0 )] 0st

s s s
L f e f dt sL f f

  

  
      lim ( ) (0 )

s
sL f f 


  

00 00 0
lim lim[ ( ) (0 )]st

s s
e f dt sL f f f dt f

   

 
      

0
lim ( ) lim ( )
t s

f t sL f
 

  

Theorem. 

If ( ) ( )L f s s , then 1( ) ( )
d

f t L
dt

  

Pf: Let  1( ) ( )F t L  , then ( )L F  , ( ) (0)L F s F    

But, (0) lim ( ) lim 0
s s

F sL F s
 

   , So, ( )L F s   1( ) ( )
d

f t F L
dt

   

Ex. 1 1 1
2 2 2

1 2 1 2 1
( ) ( ) ( ) sin 2 cos 2

4 2 4 2 4 2

s d d d
L L L t t

s dt s dt s dt
     

  
 

Theorem. 

If ( ) ( ) /L f s s , tehn 1

0
( ) ( ( ))

t
f t L s dt   

Pf: Let 1( ) ( )F t L  , then 
0

1
( ) ( ) ( )

t
L Fdt L F L f

s s


    
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 1

0 0

1
( )

t t
f Fdt L dt

s
      

Ex. 1 1 1
2 2 20 0 0

1 1 1 2 1
[ ] ( ) ( ) sin 2

( 4) 4 2 4 2

t t t
L L dt L dt tdt

s s s s
    

      

0

1 1 1
( cos 2 ) (1 cos 2 )

2 2 4

t
t t     

Properties: 

a. ( ) ( )at

s s a
L e f L f

 
 , b, 1 1( ) ( ( ))atL e L s a      

Ex. 
2 2 2 2

( sin ) (sin )
( )

at

s s a
s s a

b b
L e bt L bt

s b s a b


 
 

  
  

 

Ex. 
2 2 2 2

( cos ) (cos )
( )

at

s s a
s s a

s s a
L e bt L bt

s b s a b


 
 


  

  
 

Ex. 
1 1

! !
( )

( )
at n

n n
s s a

n n
L e t

s s a


 
 

 


 

Ex. 

1 1 1
2 2 2 2 2

2

2 5 2( 2) 1 2 1
( ) [ ] [ ]

4 13 ( 2) 3 3 s s

s s s
L L L

s s s s
  

 

   
 

    

1 1
2 2 2 2

2 2

1 1 3
2 [ ] [ ]

3 3 3s s s s

s
L L

s s
 

   


 

 
 

 2 2 21 1
2 cos3 sin 3 (2cos3 sin 3 )

3 3
t t te t e t e t t      

Ex. 2 ty y y te    , (0) 1y  , (0) 2y   

2
2

1
{ ( ) (0)] (0)} 2[ ( ) (0)] ( ) ( )

( 1)
ts L y sy y sL y y L y L te

s
      


 

2
2

1
( 1) ( )

( 1)
s L y s

s
  




4 2 2 4 1

1 1 1 1 1 1 3!
( ) [ ]

( 1) ( 1) 3! s s

s
L y

s s s s s  

 
    

 
 

3

[ ( ) ]
3!

t t
y e u t t    

Ex. ( )

0 0
[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )st as s t aL f t a u t a e f t a u t a dt e e f t a u t a dt

              

Let t a     

0
[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )as s as s as

a
L f t a u t a e e f u d e e f u d e L f      

     


       

Ex. [ ( ) ( )] [ ( )]asL f t u t a e L f t a    
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Ex. If 1( ) ( )L f t  , then 1[ ] ( ) ( )asL e f t a u t a      

Property:  If 1( ) ( )L f t  , then ( ) ( )L tf s   

0
( ) ( )sts e f t dt

   
0

( ) ( ) ( )sts e tf t dt L tf
    

2 2 2

0
( 1) ( ) ( ) ( )sts e t f t dt L t f

     ( )( 1) ( ) ( )n n ns L t f  

1 ( )( 1) [ ( )]n n nt f L s   

Ex. 
2

2 2
2

( sin 2 ) ( 1) (sin 2 )
d

L t t L t
ds

   

Ex. 1
( ) ln( )

1

s
L y

s





 

1 1 1
ln( ) [ln( 1) ln( 1)] [ ]

1 1 1
t td s d

s s L e e
ds s ds s s


          

  
 

sinh

2
t t t

ty e e   , sinh

2

t
y

t
  

Property: If ( ) ( )L f s , then ( )
s

f
L ds

t



   

Pf: . 
0

( ) ( ) stL f s e fdt
      

0 0 0 0
( )( )

st
st st st

s s s
s

e f
ds e fdtds f e dsdt f t dt e dt

t t


                    

( )
f

L
t

  1( )
s

f tL ds
   

Ex. 
2 2

sin
( ) (sin )

s s

at a
L L at ds ds

t s a

 
 

   

Let tans a   1tan ( / )s a  , 2secds a d  , 

1

/2 1 1

tan ( / )
tan ( ) cot ( )

2s a

s s
d

a a

 


     

Ex. 

1
2 2

[ ]
( 1)

s
y L

s





2 2
( )

( 1)

s
L y

s





2

2 2 2 2 2 2

1 ( 1) 1 1 1 1 sin
( ) ( )

( 1) 2 ( 1) 2 1 2 1 2s s
s

y s d s t
L ds L

t s s s s


  

     
      
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1
sin

2
y t t  

Ex. 

1
2 2

[ ]
( 1)

s
y L

s





2 2
( )

( 1)

s
L y

s





2

2 2 2 2 2 2

1 ( 1) 1 1 1 1 sinh
( ) ( )

( 1) 2 ( 1) 2 1 2 1 2s s
s

y s d s t
L ds L

t s s s s


  

     
      

1
sinh

2
y t t  

Hw. Find the Laplace transformation of the following forms: 

a) 3

0
sin(2 )

t tt e t dt , b) 3

0
sin(2 )

tte t t dt  , c) 3

0
sin(2 )

t tte t dt , d) 3

0

sin(2 )t t t
e dt

t
  

e) 3

0

sin(2 )tt t
e dt

t
   

Hw. Find the inverse Laplace transformation of the following forms: 

a) ln
s a

s b




, b) 
2

2 3 2

s se e

s s

 
 

, c) 1
ln( )

1

s
s

s




, d) 11 1
tan

s s
 , e) 

2 1
ln

( 1)

s

s s




, f) 

4

1

( 2)s 
, 

g) 
4( 2)

s

s 
, h) 

4

1

( 2)s s 
, i) 

4( 2)

se

s s




 

§ 1( ) [ ( ) / ( )]f t L p s q s  

Case 1. if 
1

( )

( )

n
i

i i

ap s

q s s c


 , all ic  are distinct, then 

1

( ) i

n
c t

i
i

f t a e


 , where ( )
( )

( )
i

i i

s c

p s
a s c

q s 

   

Case 2 if 1

1

( )
..

( ) ( )

k
i m

m
i i

a bbp s

q s s c s d s d

   
   , all ic  are distinct,, then 

1

1

( ) 1 ( 1)!
..

( ) ( 1)! ( )

k
i

m m
i i

a bp s m
b

q s s c s d m s d


   

    , 

1

1
1

( ) ( .. )
( 1)!

i

mk
c t dt

i m
i

t
y t a e e b b

m





   
 , where 

1

1

1 ( )
[( ) ]

( 1)! ( )

m
m

m m s d

d p s
b s d

m ds q s



 
 


 

Case 3 if 
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2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p s As B A s a B Aa s a B Aa b
A

q s s a b s a b s a b b s a b

     
   

       
 

1 ( )
[ ] [ cos sin ]

( )
atp s B Aa

L e A t t
q s b

  
   

Ex. 
2

1 2
[ ]

( 1)( 2)

s
L

s s s
 

 
 

2 2 1 2 1 1 2 1

( 1)( 2) ( 1)( 2) ( 1) 2 ( 1)( 2) ( 1)

s s s s

s s s s s s s s s s s s

     
    

        
 

1 1 1 1 1 1 3 3
2[ ]

2 1 2 1 1 2s s s s s s s s
       

     
 

2
1 22
[ ] ( ) 3 3

( 1)( 2)
t ts

L u t e e
s s s

  
  

 
 

Ex. 1
2 2

[ ]
( 2) ( 2 10)

s
L

s s s


  
 

2 2 2 2 2 2 2 2

( 1)

( 2) ( 2 10) ( 2) [( 1) 3 ] 2 ( 2) [( 1) 3 ]

s s a b c s d

s s s s s s s s

 
   

         
 

2 2 2[ ( 2) ][( 1) 3 ] ( 2) [ ( 1) ]s a s b s s c s d          

2 10b  , 1/ 5b    

2 2 2 20.2( 7 10) ( 2)[( 1) 3 ] ( 2) [ ( 1) ]s s a s s s c s d           

2 20.2( 5) [( 1) 3 ] ( 2)[ ( 1) ]s a s s c s d        , 

0.06 a , 20 6( 1) 100[ ( 1) ]s c s d     , 0.06c   , 0.2d   

1 2
2 2

3 1 1 3
[ ] ( ) ( sin cos )
( 2) ( 2 10) 50 5 15 50

t ts
L t e e t t

s s s
     

  
 

Hw. a) 1
2 2

1
[ ]
( 1)( 4 13)

s
L

s s s
 

  
, b) 1

2 2

2
[ ]
( 4 5)

s
L

s s
 

 
, c) 

2
1

3 2

3
[ ]

6 11 6

s s
L

s s s
  

  
 

d) 1
4 3 2

2
[ ]

4 4 4 5

s
L

s s s s
 

   
 

Ex. 3 3 ty y y y e      , (0) (0) (0) 0y y y     

3 3 1
( 3 3 ) ( 3 3 1) ( )

1
L y y y y s s s L y

s
         


 

4 4

1 1 3!
( )

( 1) 3! ( 1)
L y

s s
 

 
, 31

( )
3!

ty t e t  

Hw a) ( 2)4 4 ( 2) ( 2)ty y y t e u t       , (0) 1y  , (0) 1y    
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   b) 21
4 13 sin(3 )

3
ty y y e t    , (0) 1y  , (0) 2y    

§ Convolution 
0

[ ( ) ( ) ]
t

L f g t d    

0 0 0
[ ( ) ( ) ] ( ) ( )

t tstL f g t d e f g t d dt     
       

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

tst ste f g t u t d dt e f g t u t d dt       
             

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )st sf e g t u t dtd e f L g dt L f L g    

           

Ex. 24 13 cos3ty y y e t    , (0) 1y  , (0) 1y    

2( 4 13 ) ( cos3 )tL y y y L e t    , 

2 2( 4 13) ( ) ( cos3 ) 5ts s L y L e t s      

2
2 2 2 2

1 2 3
( ) ( cos3 )

( 2) 3 ( 2) 3
t s

L y L e t
s s

  
 

   
 

2 2 2( )

0

1
( ) (cos3 sin 3 ) sin 3 cos3( )

3

tt ty t e t t e e t d           

2 2

0

1
( ) (cos3 sin 3 ) sin 3 cos3( )

3

tt ty t e t t e t d        

Ex. 2 22 ( ) ( )y ay a b y f t     , (0) (0) 0y y  , 

2 2[ 2 ( ) ] [ ( )]L y ay a b y L f t      

2 2[( ) ] ( ) [ ( )]s a b L y L f t   , 
2 2

1
( ) [ ( )]

[( ) ]
L y L f t

s a b


 
 

0

1
( ) sin( ) ( )

t ay t e b f t d
b

      

Hw 2 22 ( ) ( )y ay a b y f t     , (0) , (0)y c y d  . 

Properties:  ( ) ( )
s

f
L L f ds

t


  ,    ( ) ( ) ( )

d
L tf L f

ds
  ,  ( ) ( ) ( )n nd

L t f L f
ds

   

Properties;    lim ( ) (0)
s

sL f f


   , 
0

lim ( ) lim ( )
s t

sL f f t
 

  

 

Ex.    2 4 1y ty y    ,    (0) (0) 0y y     
2( ) ( ) (0) ( ) [ ( ) (0)] ( )L y sL y y sL y s sL y y s L y            
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( )

( ) ( ) [ ( ) (0)] ( ) s
d d dL y

L ty L y sL y y L y
ds ds ds

            

( 2 4 ) (1)L y ty y L     2 ( ) 1
( 6) ( ) 2

dL y
s L y s

ds s
   

2

2

( ) 6 1
( )

2 2

dL y s
L y

ds s s


      

Integrating factor 
2 2 2 2

3 36
( ) exp[ ] exp(3ln ) exp(ln ) s exp( )

2 4 4 4

s s s s
s ds s s

s
 

        

2 2 23 /4 3 /4 /4
2

1 1
[ ( ) ]

2 2
s s sd

L y s e s e se
ds s

       

2 2 2 23 /4 /4 /4 2 /41
( ) ( / 4)

2
s s s sL y s e c se ds c e d s c e           

2 /4
3 3

1
( ) sc

L y e
s s

    according to   lim ( ) (0)( 0)
s

sL y y


    yields  0c     

3 3

1 1 2
( )

2
L y

s s
  ,  21

( )
2

y t t  

Ex.    (4 2) 4 0ty t y y       ,  (0) 1y   

  ( ) ( ) { ( ) (0)} ( ) ( )
d d d

L ty L y sL y y L y s L y
ds ds ds

            

  ( ) ( ) { ( ) (0)} { [ ( ) (0)]}
d d d

L ty L y sL y y s sL y y
ds ds ds

            

2 2{ ( ) } 2 ( ) ( ) 1
d d

s L y s sL y s L y
ds ds

        

(4 2) 4 0ty t y y     

2[ 2 ( ) ( ) 1] 4[ ( ) ( )] 2[ ( ) 1] 4 ( ) 0
d d

sL y s L y s L y L y sL y L y
ds ds

          

2( 4 ) ( ) (4 8) ( ) 3
d

s s L y s L y
ds

      
2 2

4 8 3
( ) ( )

4 4

d s
L y L y

ds s s s s


 

 
 

Integrating factor   

  2 2 2
2 2

4 8 2 4
( ) exp[ ] exp[2 ] exp[2ln( 4 )] ( 4 )

4 4

s s
s ds ds s s s s

s s s s
  

     
      

2 2 2[( 4 ) ( )] 3( 4 )
d

s s L y s s
ds

    2 2 3 2( 4) ( ) 6s s L y c s s     

2 2 2

1 2
( )

( 4) 4 ( 4)

c
L y

s s s s
  

  
, 

2

2
lim ( ) lim 1

( 4)s s

s
sL y

s 
 


  ok 

31 2 4
2 2 2 2

1

( 4) 4 ( 4)

aa a a

s s s s s s
   

  
, 

2 2
1 2 3 41 ( 4) ( ) s [ ( 4) ]s a s a a s a      ,  4 1/16a   
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2
1 2 3

1
( 4) ( 4)( )

16
s s a s a s a      ,  3

1

32
a  ,  2 1/16a  ,  1

1

32
a      

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
[ ]

( 4) 32 16 32 4 16 ( 4)

c
c

s s s s s s
   

  
 

4 4 4[1 2 2 ] (1 2 )
32

t t tc
y t e te e t         

Ex.    8 8 0y ty y    ,  (0) 0y  ,  (0) 4y    

Let    ( ) ( )Y s L y    

( ) ( ) { (0)} ( )
d d d dY

L ty L y sY y sY s Y
ds ds ds ds

              

2( ) ( ) (0) 4L y sL y y s Y       

( 8 8 ) 0L y ty y       2 4 8( ) 8 0
dY

s Y s Y y
ds

        

28 ( 16) 4
dY

s s Y
ds

   , 
2 16 1

8 2

dY s
Y

ds s s


   

Integrating factor 
2

2 2
2 /1616

( ) exp{ } exp{ 2ln }
8 16

ss s
s ds s s e

s
 

       

2 22 /16 /161
{ }

2
s sd

s e Y se
ds

  , 
2 2 22 /16 /16 /161

4
2

s s ss e Y C se ds C e       

22 /16 24sY Cs e s   ,  lim 0
s

sY


   yields  0C  , 
2

1
4Y

s
  ,  ( ) 4y t t     

Ex.    ( 1) 0ty t y y     ,    (0) 0y     

   

 

 


